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1 Einleitung

Gegeben: Bitmatrix A € {0,1}™*™.
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Abbildung 1: 47 x 60 — Bitmatrix

Verwendung: Darstellung von 'Bildern’ als Bitmuster.
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Betrachten jetzt eine Zeile z = A(-,:) € {0,1}" der Bitmatrix.

Definition [Block, Lange, Signatur, Signaturbreite].
Eine langstmogliche Aufeinanderfolge von gleichen Werten in der Zeile z heil3t
Block (1-Block B; bzw. 0-Block N;) mit der Lange |B;| bzw. |N;| € N.

Der Vektor o = S(z) = ||B1|, |Bz]|, ..., | By|| heiBt (1-Zeilen-)Signatur.
Die Anzahl der 1-Blocke in z heilt Signaturbreite b.

Abbildung 2: Bitvektor

Bemerkungen. Alle 4 Begriffe sollen analog fiir Spaltenvektoren

s = A(:,+) € {0,1}™ definiert sein.

Esgilt 1 =|B;| (¢:=1,2,....,b)und 1 = |N;| (1 =2,3,...,b) bzw. 0 < |N;| fiir
J € {10+ 1} und Y20 (IBi| + [Ni]) + [Npaa| = .
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Abbildung 3: Bitmatrix und ihre Signaturen
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Abbildung 4: Signaturen

1 Einleitung
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2 Fragen

e Losbarkeit: Signatur — Bitmatrix? (Konsistenz der Signaturen)
e Eindeutigkeit?
e Algorithmen?

e Aufwand?

e Anwendungen?

2 Fragen Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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3 Eindeutigkeit

Offensichtlich: Jede Bitmatrix besitzt genau eine Signatur, denn
S :{0,1}" > z —— o € N°, wenn z Signaturbreite b hat (vgl. Seite 3).

Aber: Im Allgemeinen keine Eineindeutigkeit, denn

1 0
0 1

0 1
Al =
1 0

] und A2 =

haben dieselbe Signatur.

Frage: Wieviele Vektoren z haben dieselbe Signatur o7

3 Eindeutigkeit Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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3.1 Bestimme |S7'(0)|

21,22 € S71(0) kénnen sich nur durch ihre 0-Blécke unterscheiden.
Bestimmen also Anzahl der moglichen 0-Signaturen [ |Ny|, | Naf, ..., | Npt1]|]
mit 1 < |N;| (j =2,3,...,b) bzw. 0 < |N,| fir j € {1,b+ 1}

Ist L:=S"_

, dann muss gelten

b+1

> INil=n-L.

i=1
Gesucht ist Anzahl moglicher Partitionen (Reihenfolge wichtig!) der

Zahl n — L in b+ 1 Summanden. Aquivalent: Gesucht ist die Anzahl der
injektiven Abbildungen von D = {1,2,...,b} nach R ={1,2,....n— L 4+ 1},
wobei D permutiert werden darf.

1+414+1+4+...4+41=n—-1L
Y

3.1 Bestimme |S_1 (o)] Technische Universitit Bergakademie Freiberg
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Satz 3.1
Sei z € {0,1}" eine Bit-Zeile mit Signaturbreite b und L := 22)21 | B;|.
Dann haben (einschlieBlich z)

Bit-Zeilen dieselbe Signatur.

Folgerung: Ist A = [z, 2, ..., z,,]T € {0,1}™*™ und b; und L;
(1 =1,2,...,m) gemaB Satz 3.1 fiir jede Zeile z; definiert, dann erfiillen

H<n§+1) P

Matrizen (inkl. A) alle Zeilensignaturen von A.
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4 Losungs-Algorithmen

4.1 Iteration

Idee: Bestimme eine Start-Bitmatrix Ag, die alle 1-Zeilensignaturen erfiillt.
Durch zeilenweises Verschieben der 1-Blocke (Beibehaltung der Signatur)
erhalt man Folge A1, Ao, ..., wobei jedes Folgenglied auf Erfiillung der
Spaltensignaturen gepriift wird.

{O, 1}m><n

Losungen

Spaltensignaturen

Abbildung 5: Raum der Bitmatrizen
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Beispiel: Geeignetes Ay zu Abbildung 1.
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Aus Formel (P): Es sind 8.5790 * 10'%% Iterationsschritte notwendig!
Bei spaltenweiser Verschiebung sind es 2.1666 x 1013,
Exponentielles Wachstum der Komplexitat mit m, n.

Verfahren in dieser Form nicht anwendbar!

4.1 lteration Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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4.2 \Verbesserte lteration

Vorgehen:
1. Erzeuge Ag durch zeilenweises Verschieben aller 1-Blécke nach links.
2. A:= Ay, 7 :=1.

3. Verschiebe Zeilen ab Spalte j nach rechts, so dass Spaltensignatur erfiillt.
moglich: Speichern: Avj =A. j:=75+1.
unmoglich: j:= 75 — 1. Lade: A := gj.

4. Wenn 1 < 3 < n, dann gehe zu 3.

5. Wenn 5 =n + 1, dann A enthalt Losung.
Wenn j = 0, dann existiert keine Lésung (Inkonsistente Signaturen).

Bewertung: Viel weniger lterationen notwendig, genaue Abschatzung evtl.
spater. Dafiir Speicherbedarf von n m x n — Bitmatrizen.

4.2 Verbesserte Iteration Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Nur 4 Iterationen (statt
2*x4 %1 %3 *x2 = 48
beim ersten Verfahren)
notwendig!

4.2 Verbesserte lteration
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4.3 Stochastischer Ansatz

Betrachten Signatur o = 01,09, ...,03], L := 2221 O

Definieren P : P(2) — [0, 1] durch

p 1212

- |Q’_ n—L+1
b

Setzen Q := S o) = {z = [21, 22, ..., 20 : S(2) = o}

, mit Z C P(Q).

Dann ist (2,P(€2), P) ein endlicher, laplacescher Zufallsraum.

4.3 Stochastischer Ansatz

Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Definieren partielle Ordnung < fiir ¢,y € {0,1}™:

el =(0,...,0,1,0,...,0) bezeichne stets den j-ten Einheitsvektor.
Es gilt: Q C {0,1}".

Frage: |[{z€Q e/ <z} =7

z€{z€eQ :ed<2} & 2z =1AS(z)=0
< dIF € N:'1-Block Bp iiberdeckt Stelle 5’
= 'Blocke links und rechts von Br konnen

unabhangig voneinander verschoben werden’.

Damit haben wir z in zwei Teilvektoren zerlegt, so dass auf jeden Teil Satz 3.1
angewendet werden kann...

4.3 Stochastischer Ansatz Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Satz 4.1
Sei o = [01,09,...04], ] € {1,2,...,n}. Dann ist

F—i— zk Lon \ [ n—j+i—Y,_pou
ZZ( 1 )( b—F )

F=1:1=1

die Anzahl der Bitvektoren z € {0,1}" mit S(z) = o und z; = 1.

Folgerung: Wir kénnen jetzt P(e’ < z) und damit die
'Aufenthaltswahrscheinlichkeiten’ fiir alle Pixel der Zeile beziiglich deren
Signatur bestimmen. Gilt P(e? < z) = 1 bzw. 0, so kennt man 1- bzw.

0-Eintrage mit Sicherheit!

Analoge Betrachtungen kann man auch spaltenweise durchfiihren...

4.3 Stochastischer Ansatz Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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P-zeilenweise fiir Abbildung 1

4.3 Stochastischer Ansatz Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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P-spaltenweise fiir Abbildung 1

4.3 Stochastischer Ansatz Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Produkt P-zeilenweise und spaltenweise fiir Abbildung 1

4.3 Stochastischer Ansatz Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Zeilen- bzw. Spaltensumme der Wahrscheinlichkeitsmatrizen
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age mit P=1
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4.4 Wie weiter?

Zusammenfassung: Wir haben jetzt eine erste Bitmatrix Ag, die uns einige
sichere 0- und 1-Eintrage des gesuchten Bildes verrat. Wir konnten diese zu
Aq vervollstandigen- so dass A, z.B. alle Zeilensignaturen erfiillt- und dann
eines der lterationsverfahren darauf anwenden. Wir befinden uns jetzt
hoffentlich ndher an der gesuchten Losung.

Eine andere Moglichkeit ist, den stochastischen Ansatz weiter zu verfolgen.
Dazu muss folgendes Problem gelost werden:

Seien z,Z € {0,1}" und o = |01, 02, ..., 0] eine Signatur, Q = S~ (o).

Wie gross ist [{z € Q:x < z und z < T}|?

Extrem schwierig. =Entscharfung: Wie gross ist [{z € Q: x < z}|?

4.4 Wie weiter? Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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5 Mobiusinversion

Sei (P, <) eine endliche reflexive Halbordnung.

Definition [Kronecker-Funktion].

d(x,y) = <

Definition [Riemannsche Zetafunktion].

1, fallsz <y;

0O sonst.

5 Mbébiusinversion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Bemerkung: Die Kronecker-Funktion und die Riemannsche-Zetafunktion sind
Elemente einer Inzidenzalgebra F(P), deren Elemente f (Inzidenzien)

Ve,ye P:xLy= f(z,y) =0

erfiillen. Das Produkt * zweier Inzidenzien f, g € F(P) ist wie folgt definiert:

D ey [ (@, 2)9(2,y), fallsz <y;
0 sonst.

(f *g)(z,y) = {

Das Einselement ist die Kronecker-Funktion 4.

Definition [M&biusfunktion].
Die Mobiusfunktion p ist die Inverse zur Riemannschen Zetafunktion, d.h.

wxC=C*xp=09.

5 Mbobiusinversion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Satz 5.1
Sei (P, <) endlich und boolesch. Dann gilt:

(=D)F=12l falls 2 < 2;
,u(az, Z) o

0 sonst.

Satz 5.2 (Mébiusinversion)
Sei (P, <) endliche Ordnung, f,g: P — C, so dass

glz)=> f(z) VzeP.

r<z

Dann und nur dann gilt

f(x) =) g(z)u(z, 2).

<z

5 Mbobiusinversion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Zuriick zum Problem: Wie grossist [{z € Q:x < z}|?

Setzen P := {0,1}". Dann ist (P, <) boolesch. Definieren |- | : P — N durch

mn
x| = Z x;
i=1

(Anzahl der Nichtnulleintrage von x).

g(x) ={z€Q:x < 2z}

F(z) = { 1, falls S(z) = o

0 sonst.

=D o<z f(2), ist (5.2) erfilllt.

Da g(z) = ngz { o falle 5z) = e }

0O sonst.

5 Mébiusinversion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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Ist z € S™1(0), soist g(x) = 1.

Existiert z € 2 so dass z < x (Z.B. wenn |z| < |z]), gilt g(x) = 0.

Ist x € S~1(0o), gilt f(x) =0 und mit (5.3) sowie (5.1) folgt

= > g(z) = g(@)u(z,z) + Y g(z)

<z <z

~S g(z)nl@ z) = = 3 (-1l z).

r<z r<z

Zusammenfassung: Haben jetzt rekursive Formel zur Berechnung von
HzeQ:x <z} =g(x).
Gibt es explizite Form? Wie kann man sichere Nulleintrage beriicksichtigen?

5 Mébiusinversion Technische Universitat Bergakademie Freiberg
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6 Offene Fragen

e Wie erkennt man die Konsistenz anhand der Signatur?
e Wie erkennt man, ob eine eindeutige Losung existiert?
e Implementierung von "Verbessertes lterationsverfahren’?
e Stochastischer Ansatz mit "Wichtung' der Zellen?

e Explizite Formeln?

{ Literatur

Tittmann, Peter: 'Einfiihrung in die Kombinatorik', Spektrum Akad. Verlag,
Berlin /Heidelberg, 2000.
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